Programmation lin€aire continue

Algorithme du simplexe

Exemple

Une compagnie pétroliére produit 4 types d’essence brute E1, E2,
E3 et E4.

Pour chaque essence brute on connait :

-le taux de performance PN,

-la pression de vapeur RVP,

-la production journaliére DP.

Module LI 348 : :
La compagnie peut pour chaque essence brute Ei:
Phlhppe Chrétienne - en vendre une partie dans 1’état ;
- utiliser le reste pour constituer 2 types de mélange: A et B.
La compagnie peut fabriquer 2 mélanges A et B
Essence brute PN RVP DP Les mélanges A et B ont les caractéristiques suivantes :
El 107 5 3,814 -
PN RVP Prix unitaire
E2 93 8 2,666 A > 100 <7 6,45
E3 87 4 4,016 B >91 <7 5,91
E4 108 2 1,300 Le PN (resp. RVP) d’un mélange est la moyenne pondérée

des PN (resp. RVP) de ses constituants.

Le prix unitaire de vente d’une essence brute est 4,83.




Une stratégie possible de la compagnie :

- Mélanger 2,666 unités de Elet 2,666 unités de E2 pour
constituer 5,332 unités de A

(PN du mélange :100 ; RVP du mélange : 6;5)

- Mélanger 1,148 unités de E1, 4,016 unités de E3 et
1,024 unités de E4 pour constituer 6,188 unités de B
(PN du mélange : 94,2 ; RVP du mélange : 7)

-Vendre 0,276 unités de E4 brute.

Le profit réalis¢ est égal a :
5,332*%6,45 + 6,188%5,91 + 0,276*4,83 = 72,296

Probléme :
Déterminer une stratégie de profit maximal.

Variables :

X, . quantité de production journali¢re de E1 allouée au
mélange A ;

X, : quantité de production journalieére de E1 allouée au
mélange B ;

De méme X, 4, X555, X34, X35, X40, Xup-

Contraintes :

1) Non dépassement des productions journalieres.
XAt X5 <3,814

X0 T Xop5 < 2,660

X32 T X35 4,016

X4a T X4 < 1,300

2) Respect des PN et RVP de AetB :

107 x50 93 x50 + 87 X34 + 108 x4, > 100(X; 5, + X50 T X34 T X4p)
SOIt 1 7 Xy 0 - 7 Xpp - 13 X34 T8 %4, >0

SXia T 8o T4 X0 + 21 Xy ST(X 5+ Xpp + X35 +Xy)

sOit : -2 X0 T 1 X5 -3 X34 T 14 x4, <0

107 X,5 + 93 X5 + 87 X35 T 108 X45 > 91(X,5 T Xo5 T X35 T X4p)
soit: 16 X;5 + 2 Xo5 -4 X35 + 19 x,5 >0

S5Xipt+ 8 X t4 Xy + 21 X5 <7(X5 + Xop T X35 T Xup)

soit: -2 x5+ 1 X,5-3 X35 +14%x,5<0

3) Positivité de toutes les variables

Fonction objectif :
Max 6,45(X;5 + Xpp + X35 ¥ X44) T 3,91(X g + Xpp T X35 T Xyp) +
4,83[3,814-(x;, T X;p) t2,006-(x55 + X5 ) +
4,016-(x;5 + X35 ) + 1,300-(x45 + X4)]
Soit :

Max 56,97468 + 1,62(x; 5 + Xop T X34 T X4a)T1,08 (X;5 + Xo5 + X35 T X4p)

Formes canoniques

Forme canonique d’une maximisation :
Ax<b,
x>0,
Max cx.

Forme canonique d’une minimisation :
Ax>Db,
x>0,
Min cx.

Les éléments de A, b et ¢ sont des nombres réels ;
A est une matrice a m lignes et n colonnes ;

b est un vecteur colonne a m éléments ;

c est un vecteur ligne a n éléments ;

X est un vecteur colonne de n variables réelles.




Si Al est la jim¢ colonne de A, la forme canonique s’écrit :
ZiaXjAI<h
X; = 0,5=1,.n
Max 2 i , G X

Sia; est le terme de A en ligne i et colonne j, la forme canonique
s’écrit :
Ziia & X <b;,i=1,..,m
x;20 ,J=1,..,n
Max X i , € X

Si A, estlai®ligne de A, la forme canonique s’écrit :
A x<b,,i=1,..,m
X; 2 0,j=1,..n
Max X ) ¢

Forme canonique avec variables d’écart (maximisation) :

Ax+Is=b,
x>0,
s>0,
Max cx.
A est une matrice mxn ;
I est la matrice identité mxm ;
X{,X,,-..,X, SONt les variables principales ;
S1,55,- - -»S, sont les variables d’écart.

Dans la suite, on renommera :

X,.; la variable s; ;

A la matrice (AI) (m lignes et n+m colonnes)

x le vecteur colonne (X;,X,,...,X,.,,) des n+m variables.

On obtient alors la forme canonique suivante :

Ax=Db,
x>0
Max cx.

Hypotheses :
HI : rang(A) = m (i.e: les m lignes de A sont indépendantes) ;
H2:b>0.

L’algorithme (de base) du simplexe prend comme donnée
un programme linéaire (noté PL) :

- exprimé sous la forme canonique précédente et

- satisfaisant H1 et H2.

Remarque:
Les hypothéses H1 et H2 seront relachées par la suite.

Exemple :
+1 +3 +1 3
X
-1 +3 " 5 < 2
+2 -1 +2 4
X3
+2 +3 -1 2

x,20,x,>0,x3>0

Max 5x; + 5x, + 3x,

Forme canonique initiale




X
1| 43 | 41 | +1 %2 +3
-1 +3 +1 N X3 B +2
+2 -1 +2 +1 % +4
+2 +3 -1 +1 . 9
5
Xs
x,>20,x,>0,.....,x,>0.
X7

Max 5 x; +5%x,+3 x4

Forme canonique de PL avec les variables d’écart.

Base primale réalisable.

B: {l.m} — {l..ntm} est une base primale si les m colonnes
ABMAB@) - ABM de A sont indépendantes.

On note aussi (abus de notation) :
B la matrice carrée [ABMABR) | ABM] associée ;
B! la matrice inverse de B.

ABMABR) - ABM sont appelées colonnes de base.
Les autres colonnes de A sont appelées colonnes hors-base.

Remarques importantes:

Soit je {1..n+m}. Posons El = B-'*Al. On a donc Al = B*El.
EJ est donc le vecteur colonne des coordonnées de Aj sur
B={ABM AB@)  ABm}Y

Dongc, si B(i) =}, Ei est le vecteur colonne canonique e;.

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 X,
+1 | +3 | +1 | +1 X, 13
-1 +3 +1
X, +2
2| -1 | 2 +1 * | +4
X4
+2 +3 -1 +1 +2
Xs
> > > X6
x,20,x,>20,.....,x;,>0.
Max 5 x; +5x, + 3 x4 X7

Exemple :

B = (A% A3 A% A7) est une base primale car les 4 colonnes
A% A3 A® A7 sont indépendantes.

Ici, la matrice carrée associée a B est la matrice identité.

Soit B une base primale et soit N une sous-matrice associée aux
colonnes hors-base de A. On note :

xg le vecteur des variables de base ,

cg le vecteur des colts unitaires des variables de base ,

Xy le vecteur des variables hors base ,

cy le vecteur des cofits unitaires des variables hors base ,

PL s’écrit (pour la base primale B) :
Bxg+Nxy=b,
xg=>0,xy>0,
Max cg Xg + ¢y Xy
ou encore en :
- prémultipliant la premiére équation par B-';
- remplacant X par son expression :
xg=B1b-B !N xy,
xg=0, xy=0,
Max cg B'b + (cy - cg B''N) xy




Ecriture de PL pour la base B= (A% A% A°%A7)
Pour cette base B, on a B-'=I et ¢5=(0,0,0,0),

xg = Blb - BN * XN
Xy +3 +1 +3 | +1
X
Xs +2 -1 +3
= - %k X
X +4 2 | -1 | #2 2
X5 +2 +2 | 43| -1 X3
x,20,%x,>0,.....,x,>0. x>0, x>0,

Max 5x; +5X,+3x; MaxcygB'b+(cy-cyB!IN)xy

Base primale réalisable de PL :

B est une base primale réalisable (en abrégé BPR) si B-'b > 0.
Remarque :

B est dite dégénérée si B-'b posséde au moins une coordonnée nulle

Si B est une BPR de PL, alors le point défini par :
sp=Bbetsy=0

définit une solution réalisable de PL appelée

solution de base associée a la base primale réalisable B.

La valeur économique ci B-'b de cette solution est notée z.

Remarques :

1) Le nombre de BPR de PL est fini ;

2) Une solution de base de PL posséde au plus m coordonnées
strictement positives.

Ecriture de PL pour la base B= (A% A% A%A7)

X4 +3 +1 +3 +1
X
Xs +2 -1 +3
Xg +4 2 | -1 | #2 2
X
X, +2 2] 43| 1 3

x,20,x,20,.....,x;,20.

Max 5 x; +5x, +3 x4

B n’est pas dégénérée ;

B est réalisable ;

s=1(0,0,0, 3, 2,4, 2)est la solution de base associée a B.
La valeur économique de s est nulle (zz=0)

Définition :

Soit B une BPR de PL :

Les coefficients des variables hors-base dans la fonction économique
sont appelés colits marginaux (pour la BPR B).

Propriété :
Si B est une BPR telle que tous les colts marginaux sont négatifs
ou nuls, alors la solution de base associée a B est optimale.
Preuve:
Dans la base B, PL s'écrit :

xg =B'1b-BINxy,

xg=0,xy=0,

Max cg B''b + (cy - cg B''N) xy

Comme:
- par hypothése : ¢y - cg BTN <0
- pour toute solution x de PL : x>0
alors pour toute solution x de PLona: z>cyB'b




Pivotage

Nouvelle hypothése :
H3 : Aucune BPR de PL n’est dégénérée.

Soit B une BPR de PL telle qu’il existe une colonne hors base
AJ de colit marginal positif, i.e. telle que: ¢; - cgB'AI > 0.

Une BP B’ de PL est dite voisine de B s’il existe un indice
1 e{l..m} tel que :

a) pour touti € {l.m}\{l): B’(1) = B(1)

b)B’(l)=eoue ¢ B({l..m})

Autrement dit B et B’ne differe que d’une seule colonne.

Propriété fondamentale :

1) SiB-'Ai <0, alors pour tout réel M>0, PL posséde une solution
réalisable de valeur > M ;

2) Sinon, il existe une BPR B’ voisine de B telle que z;. > 7.

Preuve de 1) :
Soit AJ une colonne hors base telle que B'AI <0
Soitu > 0.

Considérons le point y défini par :
Yp=S8g-Uu (B_IAJ )’
¥ = 0 pour tout A hors base et k#j ,
yj =Uu.

Vérifions que y est réalisable pour PL.
Nous avons y > 0 car B'TAI <0 etu > 0.

De plus, comme Ny, = u Al, nous avons : y; + B'Ny, = B-'b.

I1 en résulte que y est réalisable pour PL (quel que soit u>0).

La valeur économique de a solution y est égale a : ¢ yz + cyyy »
Comme : Yg =S - u (B1A}),
¥ = 0 pour tout A* hors base et k#j ,
yj = u
cette valeur est égale a : 7z + (c; - cgB'A) u.
Comme ¢; - cgBAI >0,
en choisissant u suffisamment grand,
il existe une solution réalisable de PL de valeur > M.

Lemme préliminaire :

Soitj ¢ B({1..m}).

Soit (B-'Aj), la coordonnée de Al sur le vecteur AB®).

Si (B-'AJ), # 0, alors la matrice B’ obtenue en posant
B’(s) =j et B’(1) = B(i) pour i€ {1..m}\{s}

est une base voisine de B (non nécessairement réalisable).

Preuve du Lemme.

I1 suffit de montrer que B’ est une base.

Soit Ei = B-'Al. Par hypothése on a Ei_ # 0.
Orona: AJ = Z ie {l.m}\{s} EJ iAB(i) + El SAB(S)'
Supposons que ie (L) O ABO+ o, Al = 0.

En remplagant AJ, il vient :

OGBIAT 3751 ey (04 + 0B ABD =0,

Comme B est une base et El_# 0, il en résulte que :
o= 0 et pour tout i€ {l.mj\{j} : a; = 0.




Preuve de 2).

Soit AJ une colonne hors base telle que B-'Ai n’est pas <0 ;
Soit Pos(AJ) ’ensemble des lignes k telles que (B-'Aj), >0 ;

Soitu > 0.

Considérons le point y(u) défini par :
Y@ = (Bb); - u (B1AV), i=1..m
¥ = 0 pour tout A* hors base et k#j ,
y;=u

Cherchons le plus grand u tel que y soit réalisable.

y est réalisable pour PL si et seulement si :
pour tout kePos(Aj), B''b - B-'Aju > 0.

La plus grande valeur u* de u est donc :
u* = MinkePos(Aj){(B'lb)k/(B'lAj)k}

Supposons que u* = (B"'b) /(B AJ), .

Soit B’ la base obtenue (Lemme préliminaire) en posant :
B’(s) =j et B’(i) = B(i) pour i€ {1..m}\{s}

Soit y* le point y(u*).

Le point y* satisfait :

- pour toutce ligne i#s * T L

- pour la hgne S 1Y = 0;yp) =y =u*>0;
- pour tout indice k hors-base pour B’: y, * = 0.

Comme la solution de base associée a B’ est obtenue

de maniere unique en annulant les variables hors base,
cette solution est égale a y*.

Remarque :

Comme B’ n’est pas dégénérée (hypothese H3), I’indice s
définissant u* est unique.

Comme le point y* est défini par :
Yeo = (B'b); - u* (B'A)), i=1..m
¥, = 0 pour tout AX hors base et k#j ,
y;=u*.
la valeur économique de la solution y* est é¢gale a
cg B'b - u* ¢y BAI + ¢; u¥,
soit encore :
zg + u* (c; - cgB1A)).
Comme :
u* > 0 (hypothése H3)
¢; - cgBAI> 0 (hypothese),
ona:zg > Zp.

0 | +5x; | +5x, | +3x3 = z
A4 +3x, | +x5 | x4 = 3
AS +3%, +x; = 2
A6 X, | 2%, +Xq = 4
A7 +3%, | X4 +x = 2

BPR initiale : B, = {A* A5 A%A7}
Colonne hors base ‘entrante’ A'! (en rouge)
Pos(A") = {1,3,4}

Colonne de base ‘sortante’ : A7 (en bleu)
BPR voisine B, = {A% A5 A%A!}




A* 3/2x,
AS 3/2x,
AS -4x,
Al X, 3/2x,

X, -1/2x, 2
X 1/2x, 3

X4 -X; 2

1/2x, 2

BPR : B, = {A% A5 A%A!}
Colonne hors base ‘entrante’ A3.
Pos(A") = {1,2,3}
Colonne de base ‘sortante’ : A°.

BPR voisine B, = {A%A3,A% A}

At Xy -12xg | -12x, | = 1

A3 X -Slexg | 12x, | = 4/3
A3 X, 135 | -1/3%, | = 2/3
Al X, 1/6x, | 13x, | = 4/3

BPR : B, = {A%A5 A3 A}
Colonne hors base ‘entrante’ AZ.
Pos(A?) = {1,2,4}

Colonne de base ‘sortante’ : A3,
BPR voisine B;= {A* A%2,A3A!}

A Xy | 21/29% | 3/29x, | -28/29x, 1/29
A2 X, 6/29%; | -5/29x, | 8/29x, 8/29
A3 X4 8/29x, | 3/29x, | 1/29x, 30/29
Al X, -5/29%; | 9/29x, | 3/29x, 32/29

BPR : B, = {A%AZA3Al}
Solution de base associée optimale.

Algorithme A0

Sous H1, H2 et H3,
A0 détermine une solution de base optimale de PL.

Algorithme AO(PL) ;

Pour i de 1 a m faire B(i) :=n+i ;

Répéter
Soit s la solution de base associée a la base B ;
Soit N une sous-matrice des colonnes hors-base pour B ;
Si (cy-cgBN) < 0 alors Retourner(s) ;
Soit AJ une colonne de N telle que (c; - cgB'A) >0 ;
Si B-'Ai <0 alors Retourner(‘valeur de PL infinie’) ;
Soit P = {kel..m/ (B'Aj), > 0}
Soit se 1..m tel que: (B-'b)/(B'Af),= Min, _, {(B-'b),/(B'Aj), }
B(s) =] ;

FinRépéter.




Validation de AO :

La suite des valeurs z; étant strictement croissante,
les PBR de PL construites par A0 sont toutes distinctes.

Il en résulte que 1’algorithme se termine.

Lors de la terminaison :

- soit AO retourne ‘La valeur de PL est infinie’ (ligne 6.);

- soit AQ retourne une solution optimale de PL qui est la
solution de base associée a la derniere BPR examinée (ligne 4.).

Degénérescence et cyclage

Relaxons I’hypothese H3.
Soit B une BPR de PL dégénéree.
Supposons qu’il existe une colonne hors base AJ de cofit
marginal strictement positif.
Si Pos(AJ) contient au moins un indice s tel que :
(B'b), =0 et (B'A)), >0
la nouvelle base B’ est telle que :
1) (sgSx) = (sp>5n)
2) zy = zg.

La terminaison de A0 n’est donc plus garantie.
A0 peut réexaminer une BPR déja examinée.
C’est le phénomene de cyclage.

La dégénérescence est un phénomene relativement fréquent.
Elle est courante pour certains types de problémes,

par exemple les problemes de transport ou la matrice A

est la matrice d’incidence (sommets,arcs) d’un graphe.

Le phénomene de cyclage ne s’est jamais produit pour des
problémes pratiques.

Par contre, des probléemes ad-hoc produisant un cyclage
ont été construits.

Le programme AOQ peut étre transformé en un algorithme

valide A1 de plusieurs maniéres.

La regle de Bland (1977) est ’'une de ces variantes :

1) Choisir la colonne hors base entrante Al de plus petit indice ;
2) Choisir la colonne de base sortante As de plus petit indice.

Initialisation, incompatibilite et
dépendance des contraintes.

Dans la suite :

- nous conservons 1’hypothese H3 (pas de bases dégénérées);

- nous relaxons I’hypothese H2 (b > 0).

Si b n’est pas positif ou nul, la base B définie par :
B(i) := n+in’est plus une BPR initiale pour AO.
Nous allons construire a partir de PL un programme linéaire
auxiliaire PLA.
L’exécution de A0 pour PLA permettra soit de :
- conclure que PL n’a pas de solution réalisable ;
- déterminer une BPR initiale de PL.




Soit PL le programme linéaire :
Ax<b
x>0
Max cx

Définissons le programme linéaire auxiliaire PLA en
introduisant une variable supplémentaire x, appelée
variable artificielle :
Ax -x,U<b
x>0,x,>0
Min x,,
ouU=(1,1,...,1).

Propriétés de PLA :

1) PLA est compatible ;

2) La valeur de PLA est finie ;

3) Les solutions de PL sont en bijection avec les solution de PLA
telles que x,=0.

2%, | X, | +2x4 < 4

... +2x -3x +x < -5
PL initial L 2 3

-X, +x, | 2% < -1

x;20, x,>0 , x>0

Max X, - X, + X3

Le programme PLA avec variables d’écart et variable artificielle.
Base B, de PLA (non réalisable)

0 X, | = w
A% 2% | xy | 2%y | Xy X, | = 4
AS | 2%, | 3%, | Xy +X; X, | = -5
A X, | X, | 2% X | X, | = -1

-5 22X, | 3%, | Xy -Xs = w
A4 2%, | Xy | Xy | -Xs = 9
AV | 2% | 3%, | Xy X5 X, | = 5
AS | 3%, | H4x, | -3x, X | X4 = 4

Le premier pivotage.
La base B, est une BPR de PLA.

Résolution de PLA.
Ecrivons PLA sous la forme canonique d’une maximisation
avec les variables d’écart notées ¢;, i=1,2,...,m :
XU +Ax +Ie=b
x>0,%,>0,e>0
- Max -x,

Notons A’ la matrice des contraintes.

Notons :
A’%1a colonne associée a la variable artificielle x,, ;
A’1LA?, . A’ les colonnes associées aux variables principales;
Al ACnt2 AP Jes colonnes associées aux variables d’écart.




Soit B la base (non réalisable) définie par :
By(i) =nt+ipouri=1..m.

Soit b, = Min{b, | i=1...m} (b<0)

Considérons la base B,, voisine de B, obtenue par :

B,(1) =B(1) pouriel. meti#s
B,(s)=0.

Apres le pivotage, la ligne i s’écrit :

Xo = 2j-1..n85%] - Xps = "Dy pour i=s,
Xl’ﬁ’i + le,’n(alj—asj)xj - XI’H’S) = b1 = bS pOLlr 1 i S

I en résulte que B, est une BPR de PLA.

Soit B* la BPR de PLA fournie par AO.
Soit x,* la valeur optimale de PLA associée.

3 cas sont possibles :
1) x,* est strictement positive.
Dans ce cas, PL n’a pas de solution réalisable.

2) X¢* =0 et la colonne artificielle est hors base.
Dans ce cas, B* est une BPR de PL.

3) x,* =0 etlacolonne artificielle U est en base (B* dégénérée) ;
Deux sous-cas se présentent alors :
a) pour toute colonne A’ hors base, la coordonnée de
(B*)T A’J)sur U est nulle.
Dans ce cas on aurait : rang(A) <m, ce qui contredit H3.

b) il existe une colonne A’ hors base telle que la coordonnée
de (B*)! A’ sur la colonne artificielle de base U est non nulle..

Dans ce cas, le pivotage obtenu en faisant :
- sortir A’ de la base ,
- entrer A’J en base

permet d’obtenir une BPR de PL.

Remarque :

Si H3 est relaxée, la résolution de PLA permet de déterminer
si les contraintes de PL sont indépendantes ou non (sortie par

la sous-cas b)).




